. DOGRUSAL DUZENEKLER ve EVRISIM

DOGRUSAL DUZENEKLER (LINEAR SYSTEMS)

VeriIslemle ilgili her olay iki anlamda ele alinabilir.

1)Slzgecleme (filtering),
2)Ongorme — tahmin (prediction)

Her ikisiicin de veri islem, islenecek verinin gecisini ve iglenmis verinin olusumunu
saglayan bir sistem olarak dusunulebilir. Bu anlamda sistem veya duzenek beli
RIi bir verinin giris olmasi halinde ¢ikiginda veri elde edilen olaylari gosterir.

Cikig verisi

Giris verisi — SISTEM

@
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DOGRUSAL DUZENEKLER (LINEAR SYSTEMS)

Bu tanima gore sistemler; girig, ¢cikis ile ¢ikis verisini olusturan ortamdan olusur.
Sistemitanimlamak igin, sistemin girig verilerine uyguladigi degisikligin acik ve secik
olarak belirlenmesi gerekir.

Baska bir deyisle sistem, sistemin giris ve ¢ikis verileri arasindakiiligki olarak ta
tanimlanabilir.

X(O) = y(t)
——{ SISTEM [

@
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. DOGRUSAL DUZENEKLER ve EVRISIM

Herhangi bir sistem asagidaki kosullari sagliyorsa bu sisteme dogrusal sistem denir.

1) Toplama 6zelligi : Eger sOz konusu sistem x ,(t) giris verisiyle y ,(t) ¢cikisini ve x,(t)
giris verisiyle de y ,(t) cikisini veriyorsa ayni sistemin x, (t) + X, (t) giris verisiigin y, ()
+Y, (t) cikisini vermelidir. Bu kogula gore, dogrusal dizeneklerde giris verilerini
toplayarak, sisteme giris olarak verildiginde elde edilen ¢ikig, giris verileri ayriayri
verildiginde elde edilen ¢ikiglarin toplamina esdegerdir.

X4 (T t
——>1() Dogrusal sistem yl()=

X, (t) Yo (1)
=, Dogrusal sistem 2

Xy ()

—Gl->7>D0gI’USHI sistem > Ya() = yu(h) + yu(h)
_ 1
X(1) @
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Xy (1)

'| Dogrusal sistem

Ya(t) = yi(t) + ya(t)

Xo(t)

'| Dogrusal sistem

2) Carpim ozelligi : Bir dogrusal sistemin giris verisi herhangi bir katsayiyla
carpildiginda ¢ikis veriside ayni katsayiile ¢carpiimig olur. Yani,

x (1) y (1)
— Dogrusal sistem >

C. X(t Cc.Vy(t
—L* Dogrusal sistem yg)

c, genel olarak karmasik bir sayidir. @
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3) Sistemin girisindeki gecikme aynen ¢ikis verisinde de gozlenir.

2 (1) h(t)
— | Dogrusal sistem|—— o
f?". Y 1'1‘;_.
NG LE) |
------ "]1 —1&—* Dogrusal sistem > {%{,
5 (t-0) h(t-0)
— | Dogrusal sistem|—— | .
I \ T"\-If't a )
? (E-g |
| [
| |
| #
. 1 —=—1 Dogrusal sistem — f/-\bfﬂva'“%,
== ¢ | v ¢

Buna gore, dogrusal sistemlerde sistemin karakteristigi, 6zellikleri zamanla
degismez. Dogrusal sistemler zamandan bagimsizdir. @
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Bu Ozellikleri gosteren sistemlere dogrusal duzenekler (linear system), bu kosullara
uymayan sistemlere de dogrusal olmayan dizenekler ( non-linear system) denir.

Dogrusalduzenekler, giris ve ¢ikig verileri arasindaki iligkiyi tanimladigindan, bilinen
bir giris verisinin yarattigi ¢ikis verisi sistemi belirleyen karakteristik olarak ele
alinabilir. Sistemlerin karakteristigi, o sistemin birim-impuls fonksiyonunun yarattigi
cikig verisiyle belirlenebilir.

Bildigimiz gibi, birim impuls fonksiyonu dikdortgen fonksiyonun limiti sonucudur.
Dikdortgen dalganin yuksekligi A ve genigligi bise A. B =1 oldugundan n nin dt ye
yaklasmasi halinde A nin sonsuza gidecegi ortadadir. Genel olarak, birim-impuls
fonksiyonu “ () nin dt genisliginde oldugu ve t = 0 da simetrik olarak yer aldii
ongorilir. 4 (1) Bir cift fonksiyondur. Dogrusal bir diizenegin giris verisi 2 (U
oldugunda, cikis verisi h(t) olsun

NG LE)

_L‘ﬁ; - 1:———» Dogrusal sistem > Jl‘ ifw t
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h (t) fonksiyonu dogrusal duzenegin birim tepki fonksiyonu olarak bilinir ve dogrusal
duzenedi karakterize eder. h (t) birim impuls tepki fonksiyonu olarak ta bilinir.
Dogrusal diizenegin girisinde 2 (1t =0 aninda uygulandigindan t < 0 icin
sistemin ¢ikisinda bir sey yoktur. Eger oOzellikle kosul olarak verilmemisse, dogrusal
duzenekler,t <0 igin dinlenmede sayilir. Dogrusal duzeneklerin bu 6zelligi kozalite
(causality) olarak bilinir.

EVRISIM ( KONVOLUSYON)ISLEMI:

Dirac delta fonksiyonuicin yukarida sayilan davraniglari gosteren dogrusal
dizeneklerin bir f; (t) giris fonksiyonuna davranisi, bu girig fonksiyonu do genislikli
birgok pulsdan olusuyor ongorusu ile incelenebilir. Bu incelemede dogrusal
sistemlerin garpim ve zamanla degismezlik ozelliklerinden yararlanilir.

fi (o) fi (1)

——— Dogrusal sistem e
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Dogrusal sistem

EVRISIM ( KONVOLUSYON)ISLEMI:

Dirac delta fonksiyonunun yarattigi ¢ikis, gecikme de dikkate alindiginda h(t-©) ise,
alani f,( o )do olan girisin yarattigi ¢cikisa df, (t) dersek, orantidan (carpim 6zelligi)

1 > h(t- G)
f(c)do —  dfy (1)
df, (1) —  f(0) h(t-c) do
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yazilabilir. do geniglikli bir elemanin ¢ikisi df,(t) ise, tim giris verisinin ¢ikisi
integral alinarak bulunabilir. Buna gore,

fo(t) = j fi (o) h(t—o)do

ile verilir. Bu integrale EVRISIM INTEGRALI denir. Buna gdre fiziksel bir dogrusal
sistemin matematikselanlami evrisim islemidir. Diger bir deyisle, dogrusal
sistemlerin fiziksel olarak yaptiklari sizgeclemenin matematiksel karsiliginin evrisim
islemi oldugunu gosterir.

Evrisimintegrali, bilinen ¢apraz iligki integraliyle buyuk bir benzerlik gosterir. f; (¢ )
lle h(o) arasindakigapraz iligkiyi yazacak olursak

j fi (o) h(c —t)do

olurki, bu integralin evrisim integralinden tek farki, capraz iliskideki h(c - 1)
Evrisim integralinde h(t- o ) seklinde yeralmasidir. Capraz iligkiyi

@
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seklinde gosterdigimiz halde, evrisimiglemi
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fi(o)

h(t-o)
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W bt

seklindedir. Buna gore evrisimin ¢apraz iliskiden farki, ikinci fonksiyonun ters
cevrilerek igsleme konmasidir. Fiziksel olarak da duzenege ilk giren ilk gikacagindan

—impuls fonksiyonunuters cevirmek gerekiyor @
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Evrisim iglemini daha ayrintili tartigsabilmek igin, teorisine girmeden once verilerin
orneklenmesine goz atallm. Ornekleme islemi suirekli (analog) verilerden sayisal
verilere gecis demektir. Herhangi bir verinin devamli fonksiyon (a) yerine, belirli
zaman araliklariyla genliklerinin verilmig olmasi halinde bu veriye (b) sayisalveri

diyoruz.

x(1) x[n]

: ?T?TTTHT?

0 0

(a) (b)

(a) Zamanin buttn degerleri icin tanimli, surekli veri x(t),

(b) x(t) nin N=0, +1, +2, +3, ... degerleri icin X[n] = X(nT,) olarak tanimh sayisal
hali.T, , 6rnekleme periyodu.
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Boylebir veri (A @ A3 Ay 8p 85 «eerrereiiieieiiirie e , a,)
seklinde verilebilir.

Simdi 6nce evrisim integralini sayisal veri icin yazalim. Sayisal veri olarak dogrusal

duzenegingirisi, a () = (Ag Ay, An, vevvrvverennen. )
a (t) s c(t)

Impuls tepki fonksiyonu

b(t) =g by by, )
ve cikis verisi de
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Sayisalveriicin Evrisim,

t
Ct=zasbt—s=a*b
s=0

yazilabilir. Bu islemi anlayabilmek igin érnek verilerin
boylarini segelim ve

a(t) =@y a;,a,, as)
b (t) =(by by b,) olsun, ¢cikis verisi

c(t) =(co €1,Cy,C3 C4,Cs5) icin yukaridaki bagint
yardimiyla

@
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Co = Qg by
C; =apgb;+a;by

C, =agb,+a,b; +a,b,
c; =a;b,+a,b;+azb,
C, =a,b,+az;b;
C:=agh,

elde edilir. Goéruldugd gibi b fonksiyonu ters ¢evrilerek
isleme kondurulmustur.

@
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a( =@ 2,3,1)

b(t) =4 -1, 1) olsun, ¢ikis verisi

Co =12

c,=-3+8 =5

cC,=3+-2+12=13

C;=2+-3+4=3

C,=3+-1=2

c:=1

c=12,5,13,3,2,1
elde edilir. Evrisim isleminde ¢ikisin veri boyu, qiris verisinin
boyu ve impuls tepki fonksiyonunun boylarinin toplaminin bir
eksigi kadardir. @
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Almanca’da Faltung (folding) kelimesinin karsiligi olan evrigim,
bir katlamali carpim islemidir. Ve tablo yoluyla da gésterilebilr.

[ (®

C. = 00X l:> & o a, s 5{31

PRI s & 3
] / #
/ a L’ / a’lb /43 Io, r
L | @cbe” o e
‘ - 7 Pl P g

/// /// / rd

o

elde edilir. Evrisim isleminde ¢ikisin veri boyu, giris verisinin
boyu ve impuls tepki fonksiyonunun boylarinin toplaminin bir

_eksigi kadardir @
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Evrisim islemi hareketlli carpma ve toplama islemi olarak da ele
alinabllir.
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Genlik degerlerinin 1 birimlik zaman arahiklarivla alinmasi halinde veriyi, 6rnegin
Genlik = 4 . b 3 b =

Zaman = @ 3 2. 3 4 9

' 4)?’/351 315{’2')

scklinde katsayilarla verebiliriz. Her katsay: belirli bir zamandaki genligi gosterdigine
gore. birim zaman gecikmesini z ile ve iki birim gecikmeyi zzgéislcrirsck, ve diger
gecikmeler: de benzer sekilde gosterirsek verimiz, polinom olarak

-]
4+1§,+ ,ﬁ.”é,z")r 3'53+ ?55* i

seklinde vazilabilir.
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Sistemin girig, ¢ikig ve tepki fonksiyonunu polinom olarak alirsak, evrisimin bir polinom
carpma 1slemi oldugunu goriiriiz.

2

A(z) = O(O 4 q‘ ‘gr*- qz
B{z)= '

O, t zol'%b‘f' b?’&?—-

ISe

v

/ 2 9 g ' = )
C(z) = A(z2).B(z) cfa +91}:t—a i i~( oo{'l’(g»"‘"w-z.g o
, , 1. Yo &
= @, E +(Q Io fqg )é+<a L:a_{-a((a,.&—qg,uo/j
+ @, bataz b )33 3 (@, 51)3‘*
Verilerin polinom olarak gosterimi z tramtnrmu Oldl” ak bilinir. Polinom kullanilarak
evrisim 1slemi i¢in asagidaki 6zellikler verilebilir.

D A% b = bk & \ {3
- , 1/ ) R i S
Al3)8l7) = 6(FI- SLy) g s
2) .f/c!% zo\Ly‘-g = A ¥ \\E‘f"c> s S0caahve 01(7. (L‘ ey

’
-~

RN
3) d1<b+c):l‘\c\p£/‘+ (q #C—\ ‘5 0(.
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